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1. ТЕНЗОРЫ В ЛИНЕЙНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

В первой главе введем понятия полиады, тензора и тензорного произведения, 

опираясь на уже известные понятия скаляра и вектора; определим основные дей-

ствия с тензорами в линейном пространстве и введем матрицы перехода от одного 

базиса к другому. 

1.1. Скаляры и векторы 

Линейным пространством называют множество элементов (векторов), кото-

рые можно складывать и умножать на число (скаляр), получая при этом элементы 

того же пространства. Будем обозначать скаляры греческими буквами (например: 

α , β , χ , δ ), а векторы – жирными латинскими буквами (например: a , b , c ). 

Впрочем, когда это будет удобно, от этих правил будем отступать. 

Скаляры – это обычные числа. С ними можно производить следующие опера-

ции: 

• сложение «+ »; 

• вычитание «–»; 

• деление « : »; 

• умножение « ∗ » (иногда символ « ∗ » будем опускать). 

Вектор – это совокупность величины и направления. Сам по себе вектор не 

имеет точки приложения: его можно переносить в любую точку пространства, и 

он при этом не изменится. Однако физические векторные величины (скорость, си-

ла, перемещение и т.д.), как правило, принадлежат какой-то конкретной точке 

пространства и произвольно менять их точку приложения нельзя. 

С векторами можно производить две операции (рис.1.1): сложение 

cba =+  

и умножение на скаляр (по-другому, удлинение или укорочение вектора) 

baa =λ≡∗λ , где  ba || . 

В рассматриваемом линейном неметрическом про-

странстве невозможно измерять величину и направле-

ния. Мера для измерения этих величин появится в спе-

циальном – метрическом линейном пространстве, кото-

рое будет рассмотрено позже – после введения скаляр-

ного произведения. Однако следует подчеркнуть, что 

само понятие тензора не требует, чтобы пространство 

было метрическим. 

Линейной формой векторов a , b  и c  называют сле-

дующий вектор 

cbaf γ+β+λ= . 

 

а) Сложение векторов 

 

б) Удлинение вектора 

Рис.1.1. 
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Если при любых λ , β  и γ  линейная форма не равна нулю, то векторы a , b  и c  

можно использовать в качестве базиса линейного пространства. Максимальное 

количество линейно независимых векторов называется размерностью простран-

ства. Таким образом, в качестве базиса можно использовать любые линейно не-

зависимые векторы, при условии, что их количество не ниже размерности про-

странства.  

Если 0ba =λ+  (при условии 0≠λ ), то векторы a  и b  называют коллине-

арными, а если 0сba =γ+λ+  (при условиях: 0≠λ  и 0≠γ ), то векторы a , 

b  и c  называют  компланарными.   

1.2. Тензорное произведение. Полиада 

Изучение более сложных объектов – тензоров начнем с введения понятия о 

тензорном произведении. Тензорное произведение (неопределенное произведе-

ние) связывает произвольное количество скаляров и векторов в некий новый объ-

ект – полиаду: 

cbaA ∗∗β∗µ∗∗λ= . 

Полиада – это тензорное произведение произвольного количества скаляров и 

векторов. Полиады обладают следующими свойствами. 

• Коммутативность скаляров (то есть скаляры можно помещать в любое ме-

сто полиады, при этом полиада не изменится):  

λ∗µ=µ∗λ  или λ∗=∗λ aa . 

• Некоммутативность векторов (очередность векторов в полиаде менять нель-
зя, в противном случае полиада превратится в новую полиаду): 

baab ∗≠∗ . 

• Ассоциативность:  

bcaссba +=∗+ )( ,  

aaa β+α=∗β+α )( . 

Согласно перечисленным свойствам полиад: 

cbaA ∗∗β∗µ∗∗λ= abcγ= ( bcaγ= cabγ= γ= abc ), где µβλ=γ ; 

)( λ=λ=γ∗∗β∗α= aaaB , где αβγ=λ ; 

λ=γ∗β∗α=C . 

Количество векторов, входящих в тензорное произведение определяет его ва-

лентность:  

• ноль-валентная полиада (α , β, χ , λ ) – это скаляр; 

• одновалентная полиада (a , c , m ,  f , T ) – это обычный вектор;   
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• диада (ab , dc ∗ , ba , T ) – это тензорное произведение двух векторов; 

• триада (abc , fdc ∗∗ , bca , T ); 

• квадриада (abca , abba , T ). 

1.3. Тензоры 

Тензор – это сумма произвольного числа полиад одной валентности, кроме то-

го, тензорами также являются скаляры, векторы и полиады. 

Валентность тензора равна валентности составляющих его полиад. Напри-

мер: 

abT = , cdabK +=  – двухвалентные тензоры; 

cdhabcA += , hcdabcС γδ+λ=  – трехвалентные тензоры; 

λ+= abB , fghabD +=  – вообще не тензоры. 

Сумма двух диад, например ceab + , является диадой только в том случае, 

когда коллинеарны первые векторы слагаемых диад или вторые векторы ( ca ||  

или eb || ). Пусть, например, ca || , тогда ac λ= , следовательно, сумма 

ahebaaeabceab =λ+=λ+=+ )(  

представляет собой диаду. 

Перечислим основные действия с тензорами в линейном пространстве: 

• Умножение на скаляр:  

cdabT +=  ⇒  cdabcdabTC λ+λ=+λ=λ= )( . 

• Сложение: 





+=

+=

jkghA

cdabT
 ⇒  cdabjkghTAC +++=+= . 

• Умножение на тензор: 





+=

=

jkghA

abT
 ⇒  abjkghTAC )( +=∗=  jkabghab += . 

• Транспонирование – перемена местами векторов в полиаде: 

abT =  ⇒  
Τ

Τ ≡= TbaT ; 

eghabcT +=  ⇒ gehbacT +=
Τ21

, hgecbaT +=
Τ31

, ghebcaT +=

Τ
Τ

21
31

. 
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Если тензор не меняется при транспонировании, то его называются симмет-

ричным тензором: 

Τ
== AaaA , 

Τ
=+++= BdchgghcdB ; 

31Τ
== TabаT ,  

21Τ
== CaabdС . 

Кососимметричными называются тензоры, транспонирование которых равно-

сильно умножению на )( 1− :  

dccdB −=   →  BcddcB ∗−=−=
Τ

)( 1 ; 

cebaсeabT −=  →  ceabcebaTcebaсeabT −==+−=−∗
Τ43

1)( . 

Симметрирование – это выделение симметричной части тензора:   

)(
S Τ

+=≡≡ TTSTT S
2

1
; 

Кососимметрирование – выделение кососимметричной части тензора:  

)(
K Τ

−=≡≡ TTKTT K
2

1
. 

Добавим, что любой тензор T  можно единственным образом разложить на 

симметричную и кососимметричную части: 

KS TTT += . 

1.4. Координаты тензора 

Размерность, определяемая общим числом базисных векторов, – это крайне 

важная черта любого пространства. Физическое пространство будем считать 

трехмерным. Базис в физическом пространстве – это совокупность трех линейно 

независимых векторов. В линейном пространстве, в отличие от Евклидового, не 

существует понятия о длинах и углах, поэтому говорить о модулях базисных век-

торов не имеет смысла. Обозначать базисные векторы будем следующим образом: 

{ 1e , 2e , 3e } или { 
1
e , 

2
e , 

3
e }. 

В трехмерном пространстве с заданным базисом вектор x  можно представить 

в координатной форме (разложить по базису) следующим образом (рис.1.2): 

332211 xxx eeex ++= . 
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В этом выражении 1x , 2x , 3x  – это 

скалярные величины – координаты 

вектора;  1e , 2e , 3e  – это базисные 

векторы.  

Не следует путать координаты век-

тора с его проекциями на базисные на-

правления. В линейном пространстве 

не существует понятия о скалярном 

произведении и, следовательно, тер-

мин «проекция» не имеет смысла. 

Для удобства в дальнейшем нередко будем использовать в записях правило 

Эйнштейна – правило суммирования по двум повторяющимся индексам. Со-

гласно этому правилу, заданный вектор 

∑
=

=++=
3

1i
ii332211 xxxx eeeex  

можно представить в следующей форме: 

iix ex ≡ . 

То есть, согласно правилу Эйнштейна, при суммировании по двум повторяющим-

ся индексам знак суммы можно опускать, так как известно, что размерность фи-

зического пространства равна трем. В этом выражении i  – это немой индекс и его 

можно заменить любой другой буквой, например j  (тогда получим jjx ex = ).  

А в выражении  

kk ex ∗α=  

правую часть нельзя записать, как сумму 321 eee ∗α+∗α+∗α , это выраже-

ние эквивалентно трем другим: 









∗α=

∗α=

∗α=

33

22

11

ex

ex

ex

 – это три вектора. 

Здесь k  – открытый  индекс. Если изменить его в правой части выражения, то 

необходимо изменить его и левой части тоже: nn ex ∗α= . 

Координаты вектора иногда удобно записывать в виде матрицы, которая все-

гда представляет собой столбец, включающий в себя (в физическом пространстве) 

три ячейки, содержащие координаты вектора. Например, матрица вектора 

332211ii eeeea α+α+α=α= , 

 

Рис.1.2. Разложение вектора по базису 
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представляет собой следующее: 

[ ]
















α

α

α

=

3

2

1

a . 

Теперь перейдем к рассмотрению координатной формы записи тензоров. Для 

начала рассмотрим простейший тензор – диаду ab  и представим ее в координат-

ной форме (разложим по базису): 

=++++= ))(( 332211332211 bbbaaa eeeeeeab  

=++++= ...1212313121211111 babababa eeeeeeee  

kikkkii eeee baba i== ))(( . 

В этом выражении для векторов a  и b  введены разные индексы. Если этого не 

сделать, то запись будет неверной: 

abeebaeebaeebaeeba iiii ≠++= 333322221111  

так как, согласно правилу Эйнштейна, суммирование необходимо производить по 

повторяющимся индексам: – вместо 9-ти слагаемых получается три. 

Любая диада является двухвалентным тензором, поэтому диаду ab  можно за-

писать так: 

jiijjiji Tba eeeeabT === , 

где jiij baT =  – координаты тензора T . Координаты двухвалентного тензора 

удобно записывать в виде матрицы, ячейки которой содержат координаты тензора 

при соответствующих базисных диадах, причем первый индекс меняется по стро-

кам, второй по столбцам. Например, матрица тензора jiijT eeT =  имеет сле-

дующий вид: 

[ ]
















=

333231

232221

131211

TTT

TTT

TTT

T . 

Здесь 23T  – это координата при базисной диаде 32ee  в координатной форме за-

писи этого тензора.  

Запишем матрицу рассмотренной ранее диады ab  в двух разных базисах:  

{a , b , c } и { 1e , 2e , 3e } 
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(здесь вектор c   – это любой вектор, который образовывает совместно с вектора-

ми a  и b  базис), причем при неизменности тензора ab  матрицы будут отличать-

ся друг от друга и содержать разные координаты. В базисе { 1e , 2e , 3e } 

[ ]
















=

332313

322212

312111

bababa

bababa

bababa

ab  (ранг равен единице), 

а в базисе {a , b , c } тензор содержит всего одну ненулевую координату, соот-

ветствующую самой диаде ab  (коэффициент перед ней равен единице): 

[ ]
















=

000

000

010

'ab  (ранг не изменился). 

Итак, мы выяснили, что матрица вектора в трехмерном пространстве представ-

ляет собой столбец с тремя ячейками, каждая из которых соответствует базисному 

вектору, а матрица двухвалентного тензора является квадратной и содержит де-

вять ячеек, соответствующих базисным диадам.  

Что касается тензоров более высоких валентностей, то их обычно в матричной 

форме не записывают, в противном случае приходилось бы вводить специальные 

правила записи матриц и оперирования с ними. Трехвалентный тензор в общем 

случае содержит 27 линейно независимых триад: 

3

9

11
113

2

9

11
112

1

9

21
121

11
111 JJJJ eeeeeeeeeeeJ

слагаемыхслагаемыхслагаемых

4342143421444 3444 21
...)(...)(...)( ++++++= , 

четырехвалентный – 81 линейно независимую квадриаду. И так далее: z -

валентный тензор может содержать 
z

3  линейно независимых полиад (основание 

степени отражает размерность пространства). 

До сих пор в качестве координат тензора T  выступали скалярные величины, 

однако это могут быть и векторы. Например, в правой части этого выражения 

kik33k22k11kkiik TTTT eteeeeeeT =++== )( . 

стоит сумма трех диад 332211 etetet ++ , в которой векторы 1e , 2e  и 3e  – это 

базисные векторы, а коэффициенты при них – координаты – это тоже векторные 

величины  

iiki T et = . 

Матрицы этих векторов представляют собой столбцы матрицы тензора T  
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[ ] [ ] [ ] [ ][ ]321 tttT = , где [ ]
















=

3i

2i

1i

i

T

T

T

t , 1i = … 3 . 

Перечислим действия с тензорами в тензорной, координатной и матрич-

ной форме. 

• Умножение на скаляр: 

TA β=   →  ijij TA β= , [ ] [ ]TA β= . 

• Сложение: 

BAT +=  →  ijijij BAT += , [ ] [ ] [ ]BAT += . 

• Транспонирование:  

Τ
= TB  → ijijjiji TT eeeeB == , [ ] [ ]Τ= TB . 

• Умножение: 

abT =  →  jiij baT = , [ ] [ ][ ]Τ= baT . 

Ранг тензора r  равен рангу его матрицы. В физическом (трехмерном) про-

странстве ранг диады равен 1r = ; ранг суммы двух диад, не являющейся диадой 

2r = ; ранг суммы трех и более диад не может превышать трех ( 3r ≤ ), что обу-

словлено размерностью физического пространства.  

Пример №1. Определить, чему равен ранг тензора adab + . 

Решение: 

acdbaadab =+=+ )( ,  dbc += . 

Объект ac  – это диада и ее ранг равен единице, следовательно, ранг исходного 

тензора adab +  тоже равен единице. 

Если ранг двухвалентного тензора меньше размерности пространства, то такой 

тензор называется вырожденным и определитель его матрицы равен нулю. 

1.5. Преобразование координат при смене базиса 

Пусть в линейном пространстве выбраны две различные системы базисных 

векторов { ie } – старый базис и { kh } – новый базис. Тогда произвольный вектор 

x  можно записать в новом и в старом базисе следующим образом: 

kkii x'x hex == . 
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Очевидно, что векторы нового базиса можно разложить по старому базису и, 

аналогично, векторы старого базиса – по новому: 

iikk h eh )(= ,  mmkk e he )'(= . 

Запишем матрицы перехода: 

• от старого к новому базису: 

[ ] [ ] [ ] [ ][ ]321 '''E' eee= , 

столбцами этой матрицы являются координаты векторов старого базиса в новом. 

• от нового базиса к старому: 

[ ] [ ] [ ] [ ][ ]321H hhh= , 

столбцами этой матрицы являются координаты векторов нового базиса в старом. 

Запишем теперь связь между координатами рассматриваемого вектора x  в 

старом и новом базисе: 

[ ] [ ][ ]'xx H=  – матрица координат в старом базисе, 

[ ] [ ][ ]xx E'='  – матрица координат в новом базисе. 

Из последних выражений легко заметить, что матрицы[ ]H  и [ ]E'  являются об-

ратными, то есть 

[ ] [ ] 1
E'H

−
=  и [ ][ ] [ ][ ] [ ]IHE'E'H == . 

Здесь [ ]I  – единичная матрица (матрица единичного тензора ii eeI = , речь о 

котором пойдет позже).  

Для двухвалентного тензора 

lkkljiij TT eeeeT '==  

связь между координатами в старом и новом базисе будет следующей: 

[ ] [ ][ ][ ]Τ
= HH 'TT  – матрица координат тензора T  в старом базисе, 

[ ] [ ][ ][ ]Τ
= E'E' TT '  – матрица координат тензора T  в новом базисе. 

Пример №2. Определим координаты вектора  

cbax −+= 2   

в базисе { 1h , 2h , 3h }, а также найдем матрицу перехода от этого базиса к базису 

{a , b , c }: 

212 hha −= , 33hb −=  и 21 3hhc += . 
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Решение:  

32121321 643622 hhhhhhhhcbax −−=−−−−=−+= , 

то есть вектор x  в базисе { 1h , 2h , 3h } имеет координаты:  

[ ]
















−

−=

6

4

1

'x . 

Выразим базисные векторы { 1h , 2h , 3h } через заданные векторы {a , b , c }: 

12121 73633 hhhhhac =−++=+  ⇒  cah
7

1

7

3
1 += , 

212 hha −=  ⇒  caahh
7

2

7

1
2 12 +−=−= , 

33hb −=  ⇒  bh
3

1
3 −= . 

Отсюда найдем матрицу перехода от базиса { 1h , 2h , 3h } к базису {a , b , c }: 

[ ] [ ] [ ] [ ][ ]
















−

−

==

03271

3100

07173

H 321

//

/

//

hhh . 

Для проверки полученного результата запишем вектор x  с помощью матрицы 

[ ]H  в первоначальном базисе {a , b , c }: 

[ ] [ ][ ]
















−

=

















−

−

















−

−

==

1

2

1

6

4

1

03271

3100

07173

H

//

/

//

'xx , 

то есть cbax −+= 2 .  

Пример №3. Определим координаты тензора  

cdabT −=  

в базисе { 1h , 2h , 3h } и в базисе {a , b , c }, если заданы векторы: 

21 2hha += , 32 3hhb += , 21 hhc −=  и 321 2hhhd −+= . 
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Решение:  

323122213221 63232 hhhhhhhhhhhhab +++=++= ))(( , 

=−+−= ))(( 32121 2hhhhhcd  

 322212312111 22 hhhhhhhhhhhh +−−−+= . 

То же самое в матричной форме: 

[ ]
















=

000

620

310

ab , [ ]
















−−

−

=

000

211

211

cd . 

Отсюда найдем матрицу тензора T  в базисе { 1h , 2h , 3h }: 

[ ] [ ] [ ]














−

=−=

000

431

501

cdabT ' , 

то есть в базисе { 1h , 2h , 3h } тензор T  имеет вид: 

3222123111 435 hhhhhhhhhhT ++++−= . 

Выразим базисные векторы { 1h , 2h , 3h } через заданные векторы {a , b , c }: 

22121 32 hhhhhca =+−+=−  ⇒  )( cah −=
3

1
2 , 

33
3

1
hcab +−= )(  ⇒  cbah

9

1

3

1

9

1
3 ++−= , 

)( cahc −+=
3

1
1  ⇒  cah

3

2

3

1
1 += . 

Запишем матрицу перехода от базиса { 1h , 2h , 3h } к базису {a , b , c }: 

[ ] [ ] [ ] [ ][ ]
















−

−

==

913132

3100

913131

H 321

///

/

///

hhh . 
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С помощью матрицы [ ]H  теперь можно определить матрицу тензора T  в базисе 

{a , b , c }: 

[ ] [ ][ ][ ] ==
T

TT HH '  

=

















−

−















−

















−

−

=

913191

31031

32031

000

431

501

913132

3100

913131

///

//

//

///

/

///

 

=

















−

−

















−−

=

913191

31031

32031

211

000

310

///

//

//

 

















−−

=

913298

000

010

///

, 

то есть в базисе {a , b , c } тензор T  имеет вид: 

cccbcaabT
9

1

3

2

9

8
−+−= . 

1.6. Контрольные вопросы и задачи для самостоятельного решения 

Вопросы для закрепления материала 

• Что называется линейным пространством? Каковы его элементы? 

• Какие признаки линейности вы знаете? 

• Что такое полиада? 

• Какой объект называется тензором? 

• В каком случае сумма двух диад представляет собой диаду? 

• Что представляют собой валентность и ранг тензора? 

• Что называют размерностью линейного пространства? 

• Каково определение базиса линейного пространства? 

• Что представляют собой координаты вектора? 

• Что представляют собой координаты тензора? 

• Всегда ли координаты тензора являются скалярными величинами? Обос-

нуйте ответ. 

• Для чего используют матричную форму записи тензоров? Что она собой 

представляет? 
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• Каковы в линейном пространстве операции со скалярами, векторами и тен-

зорами (перечислить действия в тензорной, координатной и матричной 

форме)? 

• Какие тензоры называют симметричными, а какие – кососимметричным? 

• Каким образом из двухвалентного тензора выделяют симметричную часть? 

Кососимметричную? 

• Какова связь между симметричной и кососимметричной частями двухва-

лентного тензора? 

• Как преобразуют координаты вектора при переходе к новому базису? 

• Каким образом преобразуют координаты двухвалентного тензора при пере-

ходе к новому базису? 

Задачи для самостоятельного решения 

• Каким образом можно построить линейное пространство (то есть опреде-

лить какими-либо правилами умножение на число и сложение элементов 

пространства так, чтобы выполнялись условия линейности), элементами ко-

торого является множество точек на плоскости? 

• Укажите, какие из перечисленных ниже объектов являются тензорами, оп-

ределите валентность этих тензоров. 

0 , 0 , 0 , 42− , d , ba8− , aba 7− , ba 4+ , cdab + , eabf 7 . 

• Определите ранг тензоров в трехмерном пространстве: 

131211 32 eeeeeeA −+= , 312111 32 eeeeeeB −+= . 

• Докажите, что координаты тензора BAC +=  связаны с координатами 

тензоров A  и B  равенствами ijijij CBA =+ . 

• Изобразите на плоскости вектор 21 53 eex +−=  (базисные векторы 1e  и 

2e  задайте произвольно). Определите координаты этого вектора в базисе 

211 eeс −= , 212 eec += . 

• Найдите координаты тензора cdabT += 2  в базисе { 1h , 2h , 3h } и в ба-

зисе {a , b , c }, если заданы векторы 21 hha += , 32 hhb −= , 

312 hhc −=  и 321 2hhhd −+= . 


