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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА. ДИНАМИКА 
Динамика – это раздел теоретической механики, в котором изучаются законы движения матери-
альных тел под действием сил 

Материальную точку, на которую не наложено никаких связей, называют свободной 
 

Несвободная материальная точка, благодаря наложенным на нее связям, движется по задан-
ной неподвижной поверхности или кривой; всякую несвободную материальную точку будем рас-
сматривать как свободную, отбросив связь и заменив ее реакцией 

 
ЗАКОНЫ ДИНАМИКИ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ (ЗАКОНЫ НЬЮТОНА) 

1. Закон инерции: изолированная от внешних воздействий материальная точка сохраняет свое 
состояние покоя или равномерного прямолинейного движения до тех пор, пока приложенные си-
лы не заставят ее изменить это состояние 

2. Основной закон динамики: произведение массы ма-
териальной точки на ускорение, которое она получает 
под действием силы, равно по модулю этой силе, а 
направление ускорения совпадает с этой силой: 

Fam ====  
Здесь сила F – равнодействующая всех сил iF , прило-
женных к телу:  

∑= iFF  

 
 
 

3. Закон действия и противодействия: две матери-
альные точки действуют друг на друга с силами, равны-
ми по модулю и направленными вдоль прямой, соеди-
няющей эти точки, в противоположные стороны: 

2112 FF −−−−====    FFF 2112 ≡≡≡≡====   
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

 

Вспомним несколько формул из кинематики: 
222 zyxr ++= ,            2

n
2 aaa += ττττ  

rVa &&& == ,    rVa &&& ==ττττ ,     
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ДВЕ ЗАДАЧИ ДИНАМИКИ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

1. Первая задача динамики: зная закон движения материальной точки и ее массу, определить 
действующую на нее силу 
Эту задачу решают с помощью основного закона динамики; при этом, если ускорение не задано 
непосредственно, то его предварительно вычисляют по формулам кинематики  

2. Вторая или основная задача динамики: зная массу точки и действующие на нее силы, 
определить закон ее движения 
Эту задачу решают с помощью общих теорем динамики или путем двойного интегрирования за-
кона движения (в этом случае необходимо использовать начальные условия) 
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Пример 1 (первая задача динамики). Материальная точка массой 1m  
опускается вниз с ускорением a  под действием силы тяжести и некото-
рой подъемной силы P . Какой должна быть масса 2m  точки, чтобы она 
поднималась вверх с  таким же ускорением? 
 

Когда материальная точка опускается вниз, то на нее действует сила:  
PgmamF 111 −==  

Когда точка поднимается вверх, то на нее действует сила: 
gmPamF 222 −==  

Исключив из этих двух уравнений неизвестную величину P , получим: 

ag
ag

mm 12 +
−=   

Пример 2 (вторая задача динамики). Материальная точка массой m  
начинает прямолинейное движение вдоль оси x  из состояния покоя под 
действием силы kttF =)( . Найти закон движения точки. 
 

 

С учетом основного закона динамики запишем: ktxmVmmaF =≡≡= &&&  
Проинтегрируем это выражение дважды:  

dtktdtxm ∫∫ =&&  ⇒  1
2 ckt

2
1

xm +=&  

dtcdttk
2
1

dtxm 1
2

∫∫∫ +=&  ⇒  21
3 ctckt

6
1

mx ++=  

Учтем начальные условия: 00tx0tV ==≡= )()( &  ⇒  0c1 = ;   00tx == )(  ⇒  0c2 =  

В результате получили закон движения точки: 3t
m6
k

x =  
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КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ И МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

 

Кинетической энергией материальной точки называют ска-
лярную величину, равную половине произведения массы точки 
на квадрат ее скорости: 

2
mv

T
2

=  

Кинетической энергией механической системы, состоящей из  
материальных точек количеством n, называют сумму:  

∑∑ == 2
iii Vm

2
1

TT ,       n1i ...=  

 

РАБОТА СИЛЫ. МОЩНОСТЬ 
Элементарной работой силы называют скалярное произведение силы на вектор элементарного 
перемещения точки:  

rdFdA ⋅=   ⇒   αααασσσσ cosdFdA =  
Работа силы на любом конечном перемещении равна интегралу от элементарной работы, взя-
тому вдоль этого перемещения: 

rdFA ∫ ⋅=   ⇒   σσσσαααα dFA ∫= cos  

Если на протяжении движения сила остается постоянной ( const=F ), то ее работа равна ска-
лярному произведению этой силы на вектор перемещения точки: 

rFrdFrdFA ∆∆∆∆⋅⋅⋅ === ∫∫   ⇒   ββββ∆∆∆∆ cosrFA =  
Мощностью называют величину, определяющую работу, совершаемую силой, в единицу вре-
мени, следовательно, мощность равна скалярному произведению силы на скорость точки ее 
приложения: 

dt
rd

F
dt
dA ⋅=   ⇒   ααααcosFVVFW == ⋅  
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ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

 

Изменение кинетической энергии точки  при некотором ее пере-
мещении равно сумме работ всех сил, действующих на точку на 
том же перемещении: 

 

∑=− i0 ATT  
 

Здесь 0T  – кинетическая энергия точки в начале пути 
 
Доказательство: распишем тангенциальное ускорение точки сле-
дующим образом: 

{
σσσσ

σσσσ
σσσσττττ d

dV
V

dt
d

d
dV

dt
dV

a

V

=⋅==  

и подставим его в основной закон динамики, спроецированный на естественную ось ττττ : 

ττττττττ Fma = ,  
где F  – равнодействующая всех сил, приложенных к точке (то есть ∑= ττττττττ iFF ). После соответ-
ствующих преобразований:  

ττττσσσσ
F

d
dV

mV =   ⇒   σσσσττττdFmVdV =   ⇒   dA
2

mV
d

2

=








 

получим выражение:  
dAdT =                                                                       (*) 

Проинтегрировав это выражение по пройденному пути и с учетом того, что A  – это суммарная 
работа всех сил, приложенных к точке на всем протяжении пути, получим окончательное выра-
жение теоремы об изменении кинетической энергии в интегральной форме:  

∑=− i0 ATT . 
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ТЕОРЕМА МОЩНОСТЕЙ ДЛЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 
(теорема об изменении кинетической энергии в дифференциальной форме) 

 

Производная от кинетической энергии материальной точки равна сумме мощностей всех сил, 
действующих на эту точку: 

 

∑=≡ iW
dt
dT

T&  

 

Доказать эту теорему можно, разделив выражение (*) на элементарный отрезок времени dt  
 
Пример 3. Груз массой m , подвешенный на нити длиной l , отклонили от вертикали на угол °60  
и отпустили без начальной скорости. Найти скорость и касательное ускорение груза в момент, 
когда нить образует с вертикалью угол °30  

По теореме об изменении кинетической энергии в интеграль-
ной форме и с учетом того, что 0V0 = :  

mgh
2

mV 2

= ,         l3706030lh ,)cos(cos =°−°=  

Отсюда выразим скорость точки: 
l722l370g2V ,, =⋅=  

 
Применив теорему мощностей, получим:  

°⋅⋅+°⋅⋅=⋅⋅ 90VT60Vmga
2

mV
2 coscosττττ  

Отсюда выразим касательное ускорение точки:  

2
g

a =ττττ  
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МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ ТВЕРДЫХ ТЕЛ 

о с е в ы е   м о м е н т ы   и н е р ц и и: 

относительно оси x : относительно оси y : относительно оси z : 

dmzyI
m

22
x ∫ ++++==== )(  dmzxI

m

22
y ∫ ++++==== )(  dmxyI

m

22
z ∫ ++++==== )(  

ц е н т р о б е ж н ы е   м о м е н т ы   и н е р ц и и : 
относительно осей xy : относительно осей xz : относительно осей yz : 

dmyxII
m

yxxy ∫ ⋅==  dmzxII
m

zxxz ∫ ⋅⋅⋅⋅========  dmzyII
m

zyyz ∫ ⋅⋅⋅⋅========  

В этих выражениях dm  – это масса элементарного объема тела: mdm =∫  

ОСЕВЫЕ МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ НЕКОТОРЫХ ТВЕРДЫХ ТЕЛ 

стержень тонкий диск тонкое кольцо 

   

12
ml

II
2

yx ==         0I z ≈≈≈≈  

 

3
ml

II
2

yx 11
==      

4
mR

II
2

yx ========  

 

2
mR

I
2

z ====  

2
mR

II
2

yx ========  

 

2
z mRI ====  
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КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ ТВЕРДЫХ ТЕЛ 

П
о
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ту
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е
л
ь
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о
е
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е
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2
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m

2

m
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2
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T
2

= , где V – скорость любой точки тела 
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2
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2
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T

m

2

m

2 )(ωρωρωρωρ =∫ dm
2 m

2
2

ρρρρωωωω
 

44 344 21

zI

m
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2
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2

I
T

2
z ωωωω

= , где z – ось вращения 
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ACCA VVV +=  
 

ρρρρωωωω ×=ACV ,   ωρωρωρωρ=ACV  
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2
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2
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V
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++=
×⋅

++ ∫∫
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dm
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m
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2 ωωωωρρρρωωωωωρωρωρωρ)(
   

321

0

m
C dmV ∫×⋅+ ρρρρωωωω    ⇒   

2

I

2

mV
T

2
С

2
C ωωωω+=  

С
V  – скорость центра тяжести тела (точка C ) 

С
I  – момент инерции тела относительно оси вращения, про-

ходящей через центр тяжести тела 
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Пример 4. Определить кинетическую энергию механизма, если lABOA == , а массы всех трех 
звеньев механизма равны друг другу: mmmm 321 ===  

1. Скорости опорных точек и звеньев:  

lVA ωωωω= , AB V45V =cos  ⇒  l2VB ωωωω=  

l
2
2

l245VV BBA ωωωωωωωω === sin   

l50
2

V
V BA

CA ωωωω,== , ωωωωωωωω ==
l

VBA
2  

l
2
5

2
l

lVVV 222
CA

2
AC ωωωωωωωωωωωω =+=+= )()(  

                

 

2. Моменты инерции звеньев:                22
21O ml

3
1

lm
3
1

I == , 22
22C ml

12
1

lm
12
1

I ==  

3. Кинетическая энергия кривошипа:    22
222

11O
1 ml

6
1

23
ml

2

I
T ωωωωωωωωωωωω ===  

4. Кинетическая энергия шатуна:          22
22222

C2
2
22C

2 ml
3
2

4
l5

2
m

212
ml

2

Vm

2

I
T ωωωωωωωωωωωωωωωω =+=+=  

5. Кинетическая энергия ползуна:         22
2

C3
3 lm

2

Vm
T ωωωω==  

6.  Кинетическая энергия механизма:    22
222222

3

1i
i lm

12
11

3
lm2

6
lm

12
lm

TT ωωωωωωωωωωωωωωωω =++== ∑
=
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Пример 5. а) Определить зависимость кинетической энергии механической системы от скорости 
груза V , если известно, что  rRR 32 ======== ,  mm1 ==== , m2m2 ==== , m3m3 ====  

При решении задачи считать, что трос нерастяжим, 
проскальзывание между звеньями и тросом,  а также 
между катком и гладкой поверхностью отсутствует 

 

1. Выразим скорости опорных точек и звеньев через 
скорость груза:  

VVVV KDB ============  

r
V

R

V

2

B
2 ========ωωωω ,  

r2
V

R2

V

3

K
3 ========ωωωω ,  

2
V

2

V
V K

3C ========  

2. Моменты инерции звеньев №2 и №3 относительно соответствующих центров тяжести: 

2
22

22
2C mr

2
mr2

2

Rm
I ============ ,        2

22
33

3C mr
2
3

2
mr3

2

Rm
I ============  

3. Кинетическая энергия груза:    
2

mV
T

2

1 ====  

4. Кинетическая энергия блока:   
2

mV

r

V
2

mr
2

I
T

2

2

222
22C

2 ========
ωωωω

====  

5. Кинетическая энергия колеса:  
16

mV9

r4

V
4

mr3
8

mV3
2

I

2

Vm
T

2

2

2222
33C

2
3C3

3 ====++++====
ωωωω

++++====  

6. Суммарная кинетическая энергия механизма: 

16
mV9

2
mV

2
mV

TTTT
222

321 ++++++++====++++++++====  ⇒  2mV
16
25

T ====  
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 ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ   
МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

Изменение кинетической энергии механической системы при некотором ее перемещении равно 
сумме работ на этом перемещении внешних и внутренних сил, приложенных к этой механической 
системе 

 

∑++++∑====−−−− внутр

i
внеш

i0 AATT  

 
T   – кинетическая энергия механической системы в заданный момент времени 

0T  – кинетическая энергия механической системы в начальный момент времени 

∑
внеш

iA  – сумма работ внешних сил (активных и реакций опор), действующих на механическую 
систему на заданном перемещении 

∑
внутр

iA  – сумма работ внутренних сил, действующих в механической системе на заданном пе-
ремещении  

Неизменной называют систему, в которой расстояния между точками при движении системы не 
изменяются; в частности, такой системой является абсолютно твердое тело или нерастяжимая 
нить; для неизменной механической системы сумма работ внутренних сил равна нулю: 

0Aвнутр

i ====∑  

С помощью теоремы об изменении кинетической энергии решают задачи, в которых в число дан-
ных и искомых величин входят: 
1) действующие силы 
2) перемещение системы 
3) скорости точек и тел системы в начале и в конце перемещения 
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ТЕОРЕМА МОЩНОСТЕЙ ДЛЯ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ  
(теорема об изменении кинетической энергии механической системы  

в дифференциальной форме) 
 

Производная от кинетической энергии механической системы по времени равна сумме мощно-
стей внешних и внутренних сил, приложенных к этой механической системе 

 

∑++++∑==== внутр

i
внеш

i WW
dt
dT

 

dt
dT

 – производная от кинетической энергии механической системы по времени; поскольку в вы-

ражение для записи кинетической энергии входит переменная величина скорости, возведенная в 
квадрат, дифференцировать кинетическую энергию по времени необходимо как сложную функ-
цию, например: 

2
mV

T
2

=     ⇒     
{

ττττ

ττττ

mVa
dt
dV

V2
2
m

V
dt
d

2
m

dt
dT

a

2 =⋅⋅== )(  

∑
внеш

iW  – сумма мощностей внешних сил (активных и реакций опор), действующих на механи-
ческую систему 
 

∑
внутр

iW  – сумма мощностей внутренних сил, действующих на элементы механической системы 

 
 
Для неизменной механической системы сумма мощностей внутренних сил равна нулю: 

0W внутр

i ====∑  
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РАБОТА И МОЩНОСТЬ ПАРЫ СИЛ 
 

Вспомним определения работы силы и мощности:  
Работа силы F  на любом конечном перемещении r∆∆∆∆  равна rdFA ∫ ⋅= , причем если 
сила при перемещении механической системы не изменяется, то ее работа равна ска-
лярному произведению этой силы на вектор перемещения точки ее приложения 

rFA ∆∆∆∆⋅=       ),cos( rFrFA ∆∆∆∆∆∆∆∆=  
Мощность силы равна скалярному произведению этой силы на вектор скорости точки 
ее приложения 

VFW ⋅⋅⋅⋅====      ),cos( VFVFW =  
Работа пары сил: 
Пара сил с моментом M совершает работу на угловом пе-
ремещении ϕϕϕϕd : 

ϕϕϕϕdMA ∫ ⋅=  
Работа пары сил с постоянным моментом: 

Если при перемещении механической системы момент  
пары сил не изменяется, то работа этой пары равна ска-
лярному произведению момента на вектор углового пере-
мещения тела под действием этой пары 
 

ϕϕϕϕ⋅⋅⋅⋅==== MA        ),cos( ϕϕϕϕϕϕϕϕ MMA =  
 

Мощность пары сил: 
Мощность пары сил равна скалярному произведению мо-
мента этой пары на вектор угловой скорости вращения те-
ла 
 

ωωωω⋅⋅⋅⋅==== MW       ),cos( ωωωωωωωω MMW =  

 

Пример: ωωωω↑↑1M ,  ωωωω↑↓2M  
 

 
 

ϕϕϕϕ11 MMA =)(     
ωωωω11 MMW =)(  

 

ϕϕϕϕ22 MMA −=)(  
ωωωω22 MMW −=)(  

 

 



[Разработчик Щербакова А.О.] Страница 14 
 

Пример 5 (продолжение). б) Найти суммарную мощность сил, приложенных к механической си-
стеме, в зависимости от скорости груза, если к блоку приложена пара сил с моментом mgrM = , а 
трение в системе отсутствует 
1. Запишем зависимости скоростей опорных то-
чек и звеньев от скорости груза: 

r
V

2 ====ωωωω ;    
2
V

V 3C ====  

 

2. Мощность внутренних сил равна нулю (так 
как задана неизменная механическая система) 

3. Мощность реакций опор: 
090VNNW 11 == cos)(  

0RW ====)(  (так как 0V 2C ==== )  

0NW 3 ====)(  (так как 0VP ==== ) 

4. Мощность активных сил:  

Vmg
2
3

30VmgGVGVGW 1A1A1 ============ cos)cos()( ,  

0GVGVGW 22C22C2 ======== )cos()( , , так как 0V 2C ====  

Vmg
4
3

60mg3
2
V

GVGVGW 33C33C3 −−−−====−−−−======== cos)cos()( ,  

Vmgmgr
r
V

180MMW 2 −−−−====−−−−====ωωωω==== cos)(  

5. Суммарная мощность сил: Vmg1
4
3

2
3

W 







−−−−−−−−====∑  ⇒  Vmg890W ,−−−−====∑  

Знак «–» означает, что на самом деле механизм движется в противоположную сторону 
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в) Найти суммарную работу приложенных к меха-
нической системе сил, совершенную на перемеще-
нии груза S, в зависимости от перемещения груза 

Используем дифференциальную связь между мощ-
ностью и работой сил:  

dt
dA

W ====  ⇒  dtWA
t

0
∫====  

dtVmg890A
t

0
∫====∑ ,  ⇒  mgS890A ,=∑  

 

г) Найти зависимость угловой скорости блока от перемещения груза S, если механическая си-
стема начала движение из состояния покоя 
Используем результаты расчетов, полученные в предыдущих пунктах: 

2mV
16
25

T ==== , 0T0 ==== , mgS890A ,====∑  

Воспользуемся теоремой об изменении кинетической энергии в интегральной форме: 
∑====−−−− ATT 0   

mgS890mV
16
25 2 ,====  ⇒   S392V ,====   ⇒   

r
V

2 ====ωωωω  ⇒  
r
S

3922 ,====ωωωω  

 

д) Найти ускорение груза 

S392
S

191
VS50392S

dt
d

392S392
dt
d

dt
dV

a 5050 ,
,

)(,,)(,),( ,, ⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅================ −−−−
⇒   842a ,====  
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Пример 6. Найти угловое ускорение блока, если трос нерастяжим, проскальзывание между зве-
ньями и тросом отсутствует, трения нет, а массы звеньев равны mmmm 321 ============  

 

1. Зададимся скоростью звена №1: пусть VVA ====  
2. Выразим скорости и ускорения опорных точек и  
    звеньев через скорость и ускорение звена №1:  

    скорости:     VVV AD ======== , 
r
V

r

VA ========ωωωω  

    ускорения:    aaa AD ======== ,  
r
a

r

a A ========εεεε  

2. Момент инерции блока: 
2

mr
2

rm
I

22
2

2C ========  

3. Суммарная кинетическая энергия системы: 

4
mV5

2
mV

r

V
2

mr
2
1

2
mV

T
22

2

222
====











++++











⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++++












====  

3. Суммарная мощность сил, приложенных к механической системе: VmggVmW D3 ========∑  

4. Производная по времени от кинетической энергии: mVa
2
5

aV2m
4
5

dt
dT ======== )(  

5. Воспользуемся теоремой об изменении кинетической энергии в дифференциальной форме: 

∑==== W
dt
dT

  ⇒   VmgmVa
2
5 ====   ⇒   g

5
2

a ====  

6. Ускорение блока: 
r
a====εεεε   ⇒   

r5
g2====εεεε  
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СИЛА ИНЕРЦИИ. ПРИНЦИП ДАЛАМБЕРА ДЛЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 
Величина, по модулю равная произведению массы материальной точки на ее ускорение, и 
направленная в сторону, противоположную ускорению, называется силой инерции: 

amF ин −=        maF ин =  

Принцип Даламбера для материальной точки: силы, приложенные к материальной точке, 
вместе с силой инерции образуют уравновешенную систему сил 

0FF ин

i =+∑         0FF ин

i =+∑  

Доказательство следует из второго закона Ньютона: amFi =∑   ⇒   0amF
инF

i =−
+

∑
321

 

Пример 7. Найти ускорение материальной точки массой m  и действующую на нее силу инерции, 
если известно, что точка скользит без трения под действием силы тяжести по прямой гладкой 
поверхности, наклоненной к горизонту под углом °45   

 

 
Суммарная сила, действующая на материальную точку: 

∑ +=≡ NgmFF i  
 
Спроецируем это выражение на ось x : 

°+°=° 90N45mg0F coscoscos  ⇒   mg
2
2

F =  

 

Ускорение точки:   g
2
2

m
F

a ==  

Сила инерции точки:  mg
2
2

maF ин ==  
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ПРИНЦИП ДАЛАМБЕРА ДЛЯ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
Если в любой момент времени к каждой из точек системы, кроме фактически действующих на 
нее внешних сил, приложить соответствующие силы инерции, то полученная система будет 
находиться в равновесии, и к ней можно будет применять все принципы  статики 







=+

=+

∑

∑

0MFM

0FF
ин

O
внеш

iO

инвнеш

i

)(
 

∑
внеш

iF  – сумма внешних сил, приложенных к механической системе 

∑ )( внеш

iO FM  – сумма моментов внешних сил, приложенных механической системе, относи-
тельно некоторого центра O  

∑= ин

i
ин FF  – главный вектор системы сил инерции, приложенных к точкам механической 

системы 

)( ин

iO
ин

O FMM ∑=  – главный момент сил системы инерции относительно центра O  

Пример 8. Два груза, связанные нитью, скользят без трения по горизонтальной плоскости под 
действием силы P . Найти ускорение грузов и силу натяжения нити. 

Рассмотрим равновесие всей системы в целом с учетом 
принципа Даламбера:  

0FF ин

ixix =+ ∑∑ : 0amamP 21 =−−  ⇒   
21 mm

P
a

+
=  

Силу натяжения нити найдем, рассмотрев равновесие 
второго груза: 

0FT ин

2 =−  ⇒  amFT 2
ин

2 ==  
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ГЛАВНЫЙ ВЕКТОР И ГЛАВНЫЙ МОМЕНТ СИЛ ИНЕРЦИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Вид движения твердого тела Главный вектор и главный момент сил инерции 

П
о
с
ту
п
а
т
е
л
ь
н
о
е
 

 

0M ин

C ==== ,   dmaFdF C
инин

∫ −−−−====∫==== )(  

C
ин amF −−−−====   

 

Систему сил инерции приводят к одной равнодейству-
ющей силе, которая противонаправлена ускорению и 
приложена в центре тяжести тела  

В
р
а
щ
а
т
е
л
ь
н
о
е
 в
о
кр
у
г 
о
с
и
, 

п
р
о
х
о
д
я
щ
е
й

 ч
е
р
е
з 
ц
е
н
т
р
 

т
я
ж
е
с
т
и

 т
е
л
а

  

 

0F ин ====  

321

CI

22инин

С
dmdmdmadFM ∫∫∫∫ ==== ρρρρεεεεερερερερρρρρρρρρ ττττ

ττττ   

εεεε−−−−==== C
ин

С IM  
 

Систему сил инерции приводят к одной паре сил, лежа-
щей в плоскости вращения, момент которой противона-
правлен угловому ускорению тела 

П
л
о
с
ко
е
 

 

C
ин amF −−−−====    εεεε−−−−==== C

ин

С IM  
 

Систему сил инерции приводят к одной равнодейству-
ющей силе, приложенной в центре тяжести тела и про-
тивонаправленой ускорению, и одной паре сил, лежа-
щей в плоскости вращения, момент которой противона-
правлен угловому ускорению тела 
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Пример 9. Найти с помощью принципа Даламбера угловое ускорение блока и силы натяжения в 
ветвях троса механической системы, рассмотренной ранее (см. пример 6)  

 
 
1. Ранее ускорения точек A  и D  были выражены 
через угловое ускорение блока следующим обра-
зом: 

raa DA εεεε========  
 
 
2. Момент инерции блока: 

2
mr

I
2

2C ====  

  

 

3. Рассмотрим равновесие звена №1 
 
Главный вектор сил инерции, действующих на 1-е звено: 

rmamF A1
ин

1 εεεε========  
 

Запишем сумму проекций на ось x  всех сил, приложенных к те-
лу с учетом сил инерции: 

∑ ==== 0F xi )(  ⇒  0RF 21
ин

1 ====++++−−−−  ⇒  0Rrm 21 ====++++εεεε−−−−  
 

)( 1221 RrmR ====εεεε====  (*) 
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4.  Рассмотрим равновесие звена №2 
Главный момент сил инерции, действующих на 2-е звено: 

2
mr

IM
2

2C
ин

2
εεεε====εεεε====  

Запишем сумму моментов относительно его центра тяжести от 
всех сил, приложенных к блоку с учетом сил инерции: 

∑ ==== 0FM xi2C )(   ⇒   0rRMrR 32
ин

212 ====−−−−++++  

0rR
2

mr
mr 32

2
2 ====−−−−

εεεε++++εεεε   ⇒   )( 2332 Rmr
2
3

R ====εεεε====  (**) 

 

5. Рассмотрим равновесие звена №3 

Главный вектор сил инерции, действующих на 3-е звено: rmamF D3
ин

3 εεεε========  
Сумма проекций на ось y  всех приложенных к телу сил с учетом сил инерции: 

∑ ==== 0F уi )(  ⇒  0gmRF 323
ин

3 ====−−−−++++  ⇒  0mgRrm 23 ====−−−−++++εεεε  

)( rgmR23 εεεε−−−−====  (***) 

6. Приравняем выражения (**) и (***): )( rgmmr
2
3 εεεε−−−−====εεεε  ⇒  

r5
g2====εεεε  

7. Подставим величину εεεε  в выражения (*) и (**):  mg
5
2

r5
g2

mrR12 ========     mg
5
3

r5
g2

mr
2
3

R23 ========  

Величина углового ускорения блока получилась такой же, что и при решении этой же задачи пу-
тем использования теоремы об изменении кинетической энергии в дифференциальной форме 
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА. ЭЛЕМЕНТЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 

ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ И ВОЗМОЖНЫЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ 

 

Возможным (виртуальным) перемещением материаль-
ной точки называется любое бесконечно малое переме-
щение этой точки, допускаемое в данный момент времени 
всеми наложенными на нее связями 

1rδδδδ , 2rδδδδ , 1nr −−−−δδδδ , nrδδδδ  – возможные перемещения точки С  

Действительное перемещение – это одно из возможных 
перемещений – то, которое реализовалось на самом деле; 
оно сонаправлено с вектором скорости материальной точки 

dtVrd ====  – действительное перемещение точки С  

Возможным (виртуальным) перемещением механической системы называется любая сово-
купность бесконечно малых перемещений точек этой системы, допускаемых в данный момент 
времени всеми наложенными на эту систему связями 

Максимальное число независимых между собой возможных перемещений называется числом 
степеней свободы механической системы 

Идеальные связи – это такие связи, наложенные на механическую систему, что сумма элемен-
тарных работ реакций этих связей на любом возможном перемещении этой системы равна нулю 

ПРИМЕРЫ ИДЕАЛЬНЫХ СВЯЗЕЙ: гладкая поверхность, шероховатая поверхность при качении, 
шарнирные опоры (подвижные и неподвижные), заделка, жесткий стержень 
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ПРИНЦИП ВОЗМОЖНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ: 

Для равновесия механической системы с идеальными связями необходимо и достаточно, чтобы 
сумма элементарных работ активных сил на любом возможном перемещении была равна нулю 

0rF i
a

i ====δδδδ⋅⋅⋅⋅∑  

Продифференцировав это выражение, получим ПРИНЦИП ВОЗМОЖНЫХ СКОРОСТЕЙ:  

0VF i
a

i ====⋅⋅⋅⋅∑ * , здесь 
t
r

V
δδδδ
δδδδ====*  – возможная скорость 

 

Пример 10. Определить чему должна быть равна сила F  для того, чтобы прямоугольная рама 
находилась в равновесии; учесть, что 2CODO /'' ====  

 

1. Вид движения звеньев (если механизм находится в движении): 
OA,  CO'   – вращательное;  AC   – поступательное 

 
2. Зададимся возможной скоростью точки A :    VVA ====* , тогда  

VVV AС ======== ** , 0AC ====ωωωω * , V50VD ,* ====  
 
3. Применим принцип возможных скоростей: 

 0180VFM120VP DACA =+⋅+ cos**cos* ωωωω  ⇒  
0FV50PV50 =−− ,,  

PF −−−−====  

Знак «–» означает, что на самом деле сила F  направлена в противоположную сторону 
 


